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Mikroskopische Beschreibung von
Vielteilchensystemen

Klassische Mechanik (oder Quantenmechanik):
e NTeilchen:i=1,....N
Massen m;

Koordinaten r;

Geschwindigkeiten v; = dr/dt

Mikroskopischer Zustand des Systems zum Zeitpunkt t
bestimmt durch Koordinaten und Geschwindigkeiten aller
N Teilchen: 3N Freiheitsgrade, 6N Parameter

Bewegung folgt Newtons Gesetz: m;a; = F;

Beschleunigungen a; = dv/dt = d2r/dt?

Wechselwirkung: Krafte F; potenzielle Energie V(r,...ry)
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Makroskopische Beschreibung von
Vielteilchensystemen

Klassische Thermodynamik:

+ Betrachten ein System, das aus sehr vielen gleichartigen
Teilchen besteht

* Mittelung Uber nicht direkt beobachtbare Freiheitsgrade

» Zustand des Systems wird beschrieben durch wenige,
gemittelte GréRen:

* Anzahl Teilchen N
* Volumen V

* Temperatur T

* Druck P

Statistische Mechanik
(Statistische Thermodynamik):

+ Konnen Gesetze der klassischen Thermodynamik aus der
Mechanik hergeleitet werden?

» Es ist nicht moglich, die Newtonschen Bewegungs-
gleichungen fur ein System mit vielen wechselwirkenden
Teilchen zu I6sen.

» Aber kann das Verhalten makroskopischer thermo-
dynamischer GroRRen trotzdem hergeleitet werden?

« Thermodynamik hat eine ausgezeichnete Zeitrichtung:
Entropie nimmt stets zu (oder bleibt gleich)

+ Klassische Mechanik (und Quantenmechanik) sind
zeitumkehrinvariant: Vorgange kbnnen genau so gut
vorwarts wie ruckwarts ablaufen.



John Locke, 1632-1704
(Gemalde von Godfrey Kneller, 1697)

Daniel Bernoulli (1700-1782)
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224 TELEMENTS OF'/
whole body, tho” it be moft cminently
placd in the ends of the fingers.

By this ®hfe the tangible qualitys of
bodys arc difcern'd ; as bard, foft, fimooth,
rough, dry, wet, clammy, and the like.

Buf“the ‘moft confiderable of the qua-
lirys, that are perceivd by dhis fenfe, -are
beat, and cold. ' '

The duc temperament of thofe two op-
pofite qualitys, is the great inftrument of
natare, thae fhe makes ufe of, in moft, if
not all, her produttions.

Heat, is a very brisk agitation of the
infenfible pans of the ‘objedt,  which
produces in os that fenfation, from whence
we denontinate the objel bor : fo what in
our fenfation is heat, in the objed is no-
thing but ‘motion.  This appears by the
way, whereby hear Is producd : we
fee that the rubbing of a braf-nail upon a
board, will make it very hot ; and the
axdetrees of carts and coaches are often
bot, and Tometimes to a degree, that it
fers them on fire, by the rubbing of the
nave of the wheel opon it

On the other fide, the utmoft degree of
Cold, isthe ceffation of that motion of the

infen-

Elements of Natural Philosophy

(172N\

DANIELIS BERNOULLI Jor, Fir.
~ Mep, Pror, Basre,

3 . IMPER. PETROPOLITANE, PRIUS MATHESEQOS
Acé\l}mgg‘lg PROF.ORD. NUNC I\HiMi!R.l ET PROF.HONOR.

HYDRODYNAMICA,

N SIVE
DE VIRIBUS ET MOTIBUS FLUIDORUM
COMMENTARIL
OPUS ACADEMICUM

AB AUCTORE, DUM PETROPOLI AGERET,
- CONGESTUM,

; _~ARGENTORATI,
Sumptibus JOHANNIS REINHOLDI DULSECKERI,
1D CCXXXVILL

Anno M D C
Typis Jon. Hesr, Decxear, Typographi Bafilienfis,

Hydrodynamica (1738): Daniel Bernoulli
versuchte als erster, eine kinetische Theorie
der Gase zu formulieren.
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Ludwig Boltzmann, 1844—-1906
(Photo von 1902)

“Ich glaube nicht, dass Atome
existieren.”

(1897)

Ernst Mach, 1838-1916




Simulation eines
thermodynamischen Systems

» (Computer-)Experimentelle statistische Mechanik
» Mikroskopische Bewegung simulieren

» Makroskopische Parameter messen

Mit Ergebnissen der klassischen Thermodynamik
vergleichen

Ideales Gas

+ Viele gleichartige Teilchen
+ Keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen
« Zustandsgleichung: PV = NkgT

* Boltzmann-Konstante kg verknupft Energieskala mit
Temperaturskala

+ Kann Zustandsgleichung aus mikroskopischer
Beschreibung (bzw. Simulation) der Teilchenbewegung
erhalten werden?
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Aufbau des Systems

» N Teilchen zufallig in einen rechteckige Behalter mit
Kantenlangen box(1), box(2), box(3) setzen:
- Positionen x(k,i), k=1,2,3,i=1,...,n
0 < x(k,i) < box(k)

» Den Teilchen zufallige Geschwindigkeiten zuordnen, so
dass die Gesamtenergie einen gegebenen Wert E = nT,;
hat:

- Geschwindigkeiten v(k,i), k=1,2,3,i=1,...,n

* D.h. Temperatur = mittlere (kinetische) Energie eines
Teilchens. Weil wir ein ideales Gas betrachten, gibt es
keine Wechselwirkung zwischen den Teilchen und folglich
keine potenzielle Energie im Innern des Systems.

Ablauf der Siumulation

+ Simulation verlauft in mehreren Abschnitten (stages), in
denen unterschiedliche Bedingungen herrschen, die durch
durch Systemparameter festgelegt warden.

* In jedem Abschnitt s wird das System Uber eine Zeit {;
simuliert, indem kurze Zeitschritte At durchgefuhrt werden.
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Zeitschritt
In jedem Zeitschritt wird durchgeflhrt:

Die Positionen der Teilchen werden linear fortbewegt:
x(k,i) = x(k,i) + At v(k,i)

“Boxer”: Teilchen, die dadurch den Behalter verlassen
haben, werden durch elastischen Stol} gegen die Wand im
Behalter behalten.

“Heater”: Falls das System mit einem Warmebad gekoppelt
ist, ubernehmen Teilchen in Wandnahe die Energie-
verteilung des Warmebads.

“Mixer”: Auch in einem idealen Gas eigentlich ist ein
geringe Wechselwirkung notwendig, um Energieaustausch
zwischen Teilchen zu ermoglichen.

“Reporter”: Werte von (makroskopischen) Grozen notieren

Implementation eines Zeitschritts

nstep=nint (duration/dt)

do istep=1,nstep
time=time+dt
....................... advance particle positions
x(1:3,1:n)=x(1:3,1:n)+dt*v(1l:3,1:n)
............................. collisions with wall
call boxer (pressext,tauvol,pressure,ncoll,work)
....................... interaction with reservoir
call heater (tempheater,rheat*dt,6 heat)

call reporter (istage,istep,plotfile)
end do
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Boxer: Wechselwirkung mit Wanden

» Feststellen, ob ein Teilchen die Box verlassen hat:
x(k,i) < 0 oder x(k,i) > box(k)

« Starre Wand: Teilchen wird reflektiert:
x(k,i) 2> —x(k,i), falls x(k,i) < O oder
x(k,i) > 2 box(k) — x(k,i), falls x(k,i) > box(k)
v(k,i) > —v(k,i)

» Bewegliche Wand (Kolben): Elastischer Stof3 mit Kolben,
der eine gegebene (grofl3e) Masse hat.
- Kolben wird nach aul3en gedrickt
- System leistet Arbeit; Teilchen fliegt weniger schnell
zuruck, als wenn die Wand fest ware.
Umgekehrt: falls aufiere Kraft auf den Kolben drtickt,
komprimiert er das System; Teilchen nimmt beim
Zusammenstol kinetische Energie vom Kolben auf.

Heater: Warmebad

» Fur einen gegebener kleiner Anteil .4, der Teilchen
werden die Geschwindigkeiten so skaliert, dass ihre
Verteilung im Mittel der Temperatur T, ., des Warmebads
entspricht:

* V(KI) 2 View(Kil) = V(KI) I Theater! Tj
Dabei ist:
T; = Y2 m; v(i)? die kinetische Energie des Teilchens i
r eine exponentiell verteilte Zufallszahl mit Mittelwert 1
D.h. die betreffenden Teilchen erhalten Energien
entsprechend einer Boltzmannverteilung mit Temperatur

Theater.

» Bei diesem Vorgang wird fur das Teilchen i die
Warmemenge Q; = V2 m; Vpe, (1)? = 2 m; v(i)? vom
Warmebad auf das System Ubertragen

10



Mixer: zufalliger Energieaustausch

Wahle n,,, x 2 Teilchen zufallig

Ordne jedem so gewahlten Paar von Teilchen neue
zufallige Geschwindigkeiten zu, so dass die Energie fur
das Teilchenpaar erhalten bleibt.

Die Gesamtenergie des Systems bleibt unverandert.

Systemparameter

Kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk** Set system parameters

......................... parameters for general system properties
n=200000 !'! number of particles

allocate (mass(n),x(3,n),v(3,n))

mass(1:n/2)=2.0 !l particle masses

mass(n/2+1:n)=5.0 !
box(1:3)=[15.0,20.0,10.0]
tempinit=10.0

particle masses
! initial box size

1
!
! initial temperature
1

iseed=3771 random number generator seed
ceeetetetetetscsssccsssssssssssssssssss. parameters for simulation
duration=10.0 !! stage duration

dt=0.4 1! time step

arameters for movable wall (compressor)
external pressure

mass of movable wall (<0 if fixed)
time constant for volume adaptation

pressext=-1.0 !
wallmass=-1.0 !
tauvol=100.0 [}

T

................................ parameters for heat bath (heater)
tempheater=10.0 !! heat bath temperature

rheat=0.1 !l heating events per particle and unit time
ceeeeetstetetsesescscssssssssssssss. parameters for mixing (mixer)
rmix=0.01 !! mixing events per particle and unit time
................................. parameters for output (reporter)
dtprint=5.0 !! time interval for reporting

dtave=dtprint !! time interval for averaging

report='Time,Step,Temp,Pressure,Volume, Heat,Work, kBoltz'
!! quantities to report
plotfile='plot.grf' 1! plot file

kkkhkkhkhhkhhkhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhhdhdhdhhhhhhrk

1/24/18
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Parameter fiir Simulationsabschnitte

1 AAKKHIKKKIIAR KK H AR KKk kAR Xk kkx**%*%* get stage-specific parameters

case (1)
title='Equilibration at T2'
duration=50.0

case (2)
title='Constant volume at T2'

case (3)
title='Isothermal expansion at T2'
duration=1000.0
tempheater=10.0
pressextO=pressure
pressext=300.0
wallmass=300000.0

case (4)
title='Adiabatic expansion T2 -> T1'
tempheater=-1.0
pressextO=pressext
pressext=200.0

case (5)
title='Isothermal compression at T1'
tempheater=temperature(v,mass,n)
pressextO=pressext
pressext=300.0

case (6)
title='Adiabatic compression T1 -> T2'
tempheater=-1.0
pressextO=pressext
pressext=n*2.0/3.0%*10.0/3000.0 ! p=NkT/V, T=10, V=3000

1 khkhkkkkhhkkkhhkhkkhhkhkhhhkhkhhhkhhhhkhhhkhhhhhhhkhkhhhkhhhhkhhhkhdhhkhhhkhkhhhhhix

Allgemeine Systemparameter
* n: Anzahl Teilchen (z.B. n=200000)

* mass(1:n): Masse der Teilchen (z.B. mass(1:n)=2.0)
* box(1:3): GroRe der rechteckigen Simulationsbox

» tempinit: Starttemperatur, zum Setzen der
Anfangsgeschwindigkeiten (z.B. tempinit=10.0)

* iseed: Startwert fur Zufallszahlengenerator (z.B.
iseed=3771)

1/24/18
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Parameter fiir die Simulation

duration: Dauer eines Simulationsabschnitts
(z.B. duration=100.0)

dt: Zeitschritt (z.B. dt=0.4)

Parameter flir bewegliche Wand

Die obere Wand in z-Richtung wird als beweglich
angenommen. Alle anderen Wande sind fest. D.h. der Wert
von box(3) kann sich wahrend der Simulation andern.

pressext: Externer Druck (z.B. pressext=500.0)

pressext0: Externer Druck am Anfang des Simulations-
abschnitts (z.B. pressext0=400.0 oder pressextO=pressure
um vom momentanen Druck aus zu starten)

Der momentane externe Druck zur Zeit t ist:

p(t) = pressext + (pressext — pressext0) exp(-t/tauvol)
Falls pressextO < 0, wird konstant der aufdere Druck
pressext angelegt.

tauvol: Zeitkonstante fur p(f) (z.B. tauvol=50.0)
Kann auch < 0 sein: Dann erfolgt lineare Druckanpassung.

wallmass: Masse des Kolbens (z.B. wallmass=300000)
Falls wallmass < 0, ist die Wand fest: konstantes Volumen

1/24/18
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Parameter fiir das Warmebad

+ tempheater: Temperatur des Warmebads
(z.B. tempheater=10.0)

* rheat: Bruchteil aller Teilchen, die pro Zeiteinheit in
Kontakt mit dem Warmebad kommen (z.B. rheat=0.1)

In einem Zeitschritt dt erhalten rheat x dt Teilchen neue
Geschwindigkeiten.

Parameter fiir Mixing
« rmix: Bruchteil aller Teilchen, deren Geschwindigkeiten

pro Zeiteinheit mit einen anderen Teilchen “gemixt”
warden (z.B. rmix=0.01).

14
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Parameter fiir Output

 dtprint: Zeitintervall fir Output (z.B. dtprint=5.0)

+ dtave: Zeitintervall fur Mittelung (z.B. dtave=5.0 oder
dtave=dtprint)
Es werden Uber die Zeitdauer dtave gemittelte Gro3en
ausgegeben

» report: GrofRen, die tabelliert werden (z.B.
report="Time,Step, Temp,Pressure,Volume,Heat,Work’)

+ plotfile: Name des Plotfiles (z.B. plotfile="plot.grf’)
Die mit dem Parameter report gewahlten GréRen werden
gegen die Zeit aufgetragen. Der Plotfilename muss die
Endung .grf haben.

AusgabegrofBen

Grofien konnen mit dem Parameter report ausgewahlt werden:
« Time: Simulationszeit

» Step: Nummer des Zeitschritts

+ Temp: Temperatur = mittlere kin. Energie pro Teilchen

* Energy: Innere Energie (= Temperatur x Anzahl Teilchen)

* Pressure: Druck (- Boxer)

* Volume: Volumen des Systems (= box(1) x box(2) x box(3))
* Heat: Warme, die ins System ubertragen wurde (= Heater)
* Work: Arbeit, die das System geleistet hat (= Boxer)

* %Heat/E: Warme/Energie des Systems, in %

* %Coll: % Teilchen, die auf eine Wand gestof3en sind

» kBoltz: Boltzmannkonstante, kBoltz = PV/(NT)

15



Plot

Abschnitte der
Simulation werden
durch senkrechte
Linien abgegrenzt.
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Aufgabe 1

Flhren Sie einfache Simulationen bei konstanten
Bedingungen durch:

a) V = konst, Energie = konst

b) V = konst, in Warmebad mit Temperatur T

c) bei gegebenem aulieren Druck P, adiabatisch
d) bei gegebenem aulReren Druck P, Warmebad T
Variieren Sie die Parameter N, V, P, T.

Welchen Einfluss hat

a) die Anzahl der Teilchen?

b) die Lange der Simulation?

c) die Zeitschrittlange?

d) die Prozentzahl der Teilchen, die "geheizt” werden?
e) die Mixing-Rate?

Wann ist das System im thermodynamischen
Gleichgewicht?

Aufgabe 2

Verhalt sich das System wie ein ideales Gas?
Testen Sie unter verschiedenen Bedingungen, ob es die
Zustandsgleichung PV = NkgT erfllt.

Bestimmen Sie die Boltzmannkonstante kg in den
Einheiten, die flr die Simulation verwendet werden:
Die Temperatur wird als mittlere kinetische Energie der
Teilchen berechnet: T =< %2 m; v(i)?>

Welchen theoretischen Wert hat in diesem Fall die
Boltzmannkonstante?

Stimmt der experimentelle Wert Uberein?

Was bedeuten Abweichungen des experimentellen vom
theoretischen Wert?

17
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Aufgabe 3

Fuhren Sie eine isotherme Expansion des System durch.

Wie koénnen Sie einen irreversiblen oder
(n@herungsweise) reversiblen Prozess fahren?

Schliel3en Sie den umgekehrten Prozess, d.h. eine
isotherme Kompression an, um wieder zum
Ausgangszustand zuruckzukehren.

Welche Warmemenge wird ubertragen?
Wieviel Arbeit wird geleistet?

Kann mit diesem Prozess insgesamt Warme in Arbeit
umgewandelt werden?

Was sagt der zweite Hauptsatz der Thermodynamik
dazu?

Aufgabe 4

Wiederholen Sie die vorhergehende Aufgabe mit
adiabatischen (statt isothermen) Prozessen.

Wie konnen Sie einen irreversiblen oder
(n@herungsweise) reversiblen Prozess fahren?

SchlielRen Sie den umgekehrten Prozess, d.h. eine
adiabatische Kompression an, um wieder zum
Ausgangszustand zurtckzukehren.

Welche Warmemenge wird Ubertragen?
Wieviel Arbeit wird geleistet?

Kann mit diesem Prozess insgesamt Warme in Arbeit
umgewandelt werden?

Was sagt der zweite Hauptsatz der Thermodynamik
dazu?

18



Aufgabe 5

+ Bestimmen Sie die Warmekapazitat des Systems bei
konstantem Volumen C,, bzw. konstantem Druck C.

« Stimmen die Werte mit den erwarteten Werten fur ein
einastomiges ideales Gas Uberein?

Aufgabe 6

» Bauen Sie eine Warmekraftmaschine, die auf dem Carnot

Kreisprozess aufbaut!

* Wie sollen die einzelnen Teile des Kreisprozesses
ausgestaltet werden, damit
a) der Kreisprozess geschlossen ist (d.h. wir zum
Ausgangszustand zuruckkehren)
b) effizient Warme in Arbeit umgewandelt wird?

» Versuchen Sie, bei gegebenen Warmebadtemperaturen
Bedingungen zu finden, die einen mdglichst hohen
Wirkungsgrad ergeben.

» Der Wirkungsgrad wird gemessen als das Verhaltnis der

netto vom System geleisteten Arbeit zur Warmeenergie,
die dem hei3en Wasserbad entnommen wird.

1/24/18
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Carnot
Kreisprozess

Carnot Kreisprozess

N = 100000
rmix = 0.05
rheat = 0.05

Volumenanderung
< Faktor 10

Druckbereich: - :"MV‘MWM
200 < P <2000 gl

'-;.?ﬁtl\‘W‘*
lineare Druckan- - el b ponnsr

passung: tauvol <0 st bl

Evtl. Kreisprozess -
H 173 . ” { o “v-’ d Ll
isotherm “schlieBen” .o

.,
N .
,'n-hw "] I 4"‘\,&”«’.«'&0 Vi
e L

Ideales Gas in einem Zylinder
mit einer beweglichen Wand

Isotherme Expansion A --> B:
System in Warmebad T,, nimmt
Warmemenge Q, auf, leistet Arbeit W,g >0

%

Adiabatische Expansion B --> D:
System isoliert, kein Warmeaustausch, leistet Arbeit Wgp > 0

Isotherme Kompression D --> C :
System in Warmebad T,, gibt Warmemenge Q, ab, braucht
Arbeit Wy <0

Adiabatische Kompression C --> A:
System isoliert, kein Warmeaustausch, braucht Arbeit W, <0

Gesamte Arbeit: W= Wjyg + Wap + Wpe + Wea
Wirkungsgrad = W/Q, < 1 — T,/T, (= falls Prozesse reversibel)
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